Observatie — Teorema lui Arhimede

In matematica, atunci cand vorbim despre Arhimede, in contextul numerelor reale, ne referim la Axioma
lui Arhimede (sau Proprietatea lui Arhimede). Aceasta este o teorema fundamentala de structurd si ordine
din analiza matematicd (studiata de obicei 1n clasa a XI-a la capitolul privind multimea numerelor reale).
Ce afirma Axioma lui Arhimede?

Dacé avem doua numere reale strict pozitive, « > 0 si § > 0, oricat de mic ar fi a si oricat de mare ar fi
[, exista intotdeauna un numar natural n € N astfel incat: n-a > [

Pe intelesul tuturor: Proprietatea ne spune cd multimea numerelor naturale N este nemarginita superior.
Oricat de mare ar fi un numar £, dacd adunam un numar pozitiv a cu el insusi de suficiente ori (n ori),
rezultatul va depisi in cele din urma numarul 8. In consecinta, nu exista un numar real ,infinit de mare** in
interiorul sistemului standard de numere reale.

Consecinte importante folosite in exercitii

Din aceasta axioma deriva cateva proprietati extrem de utile pentru demonstratii si limite:

1. Pentru numere foarte mici: Daca alegem f§ = 1, teorema ne spune ca pentru orice numar real pozitiv

e < a A L1
a > 0, existd un numar natural » astfel incat n - @ > 1, adica: - <a

(Oricat de mic este un numar pozitiv, exista intotdeauna o fractie de forma % s mai mica decat
el).
2. Partea intreaga: Datoritd acestei proprietati se poate demonstra matematic existenta partii intregi a
oricarui numar real. Pentru orice numar real x, existd un numar Intreg unic k altfel incat:
k<x<k+1.
In contextul matematicii moderne, este corect si o numim in ambele moduri, dar cel mai precis este
consideratd o teoremad, deoarece in structura actuald a analizei matematice ea se demonstreaza.
lata care este diferenta si de ce existd aceastd dubla denumire:
1. De ce se numeste istoric ,,Axioma”?
Numele de ,,Axioma lui Arhimede* provine din antichitate si din lucrarile matematicianului David Hilbert
(care a reconstruit bazele geometriei). Pe atunci, ea a fost introdusa ca o regula de baza (axioma) acceptata
fara demonstratie, pentru a defini modul in care masuram lungimile: oricat de mic ar fi un segment «, daca
il pui cap la cap de suficiente ori, vei depasi orice segment [, oricat de lung.
2. De ce este de fapt o ,,Teorema”?
Astazi, cand construim riguros multimea numerelor reale, noi nu o mai acceptdm ca pe o axioma.
O consideram o teorema deoarece o putem demonstra logic folosind o altad proprietate mai profunda:
Axioma de structurd a lui Cantor-Dedekind (Axioma marginii superioare).
Demonstratia (pe scurt, prin reducere la absurd):
1. Presupunem prin absurd ca proprietatea lui Arhimede ar fi falsa. Asta ar insemna ca pentru un anumit
a > 0 siun anumit § > 0, produsul n - @ nu depaseste niciodata pe 8, adica n - @ < 8 pentru orice
numar natural n.
2. Aceasta inseamna ca multimea M = {n - @ | n € N} este marginita superior de .
3. Conform Axiomei marginii superioare, multimea M trebuie sa aiba o margine superioara unica, sa
o numim S.
4. De aici rezultd ca n - a < S pentru orice n. Dar dacd aceasta relatie e valabila pentru orice numar
natural, ea trebuie sa fie valabila si pentru urmatorul numar natural, adica (n + 1) - a < S.
5. Desfasurand paranteza, obtinemn - o + a < S, ceeace inseamnacan-a < S — a.
6. Am ajuns la o contradictie: am gasit un numar mai mic decat S (si anume S — a, deoarece a > 0 )
care ar fi si el o margine superioarad pentru multimea noastra.
7. Contradictia demonstreaza ca presupunerea noastra a fost falsa, deci multimea numerelor naturale
este nemarginitd, iar proprietatea lui Arhimede este adevarata.
Pe scurt: Poti folosi ambele denumiri in siguranta la scoald sau la examene. Profesorii folosesc des termenul
de "Axioma lui Arhimede" ca nume propriu istoric, desi din punct de vedere matematic strict, este o teorema
demonstrabila.



