Elemente de teoria multimilor

Capitolul I - Clasa a VI-a - notiuni teoretice, diagrame si aplicatii rezolvate

1. Multimi: descriere, notatii, moduri de definire si relatia de apartenenta
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Definitia 1 (Notiunea de multime si element)

O multime reprezinta o colectie bine determinata de obiecte distincte, numite elementele

multimii.

Conventii de notatie:

e Multimile se noteaza prin litere mari ale alfabetului latin: 4, B, C, ..., X, Y, Z, sau cu indici
Ay, Ay, ...

e Elementele se noteaza de regula cu litere mici sau cu valori numerice ori simbolice.

e Elementele unei multimi se scriu intre acolade {. ..} si sunt unice, nu se repeta. Ordinea

scrierii elementelor este irelevanta.
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Definitia 2 (Relatia de apartenenta)

Fie A o multime si x un obiect matematic.

e Daca x face parte din colectia A, spunem ca x apartine multimii A si scriem z € A.

e Daca z nu face parte din colectia A, spunem ca x nu apartine multimii A si scriem x ¢ A.
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1.1. Moduri de definire a multimilor
Exista trei modalitati fundamentale de reprezentare a unei multimi:

1. Modul explicit (sintetic, prin enumerare): se listeaza individual toate elementele, intre acolade.
2. Modul implicit (analitic, prin proprietate caracteristica): se specifica o proprietate P(x) pe
care o verifica toate elementele multimii si numai ele:
A ={z € U | P(x) este o propozitie adevirata}.
Se citeste: multimea acelor x din U pentru care propozitia P(x) este adevdratd.
3. Modul grafic (diagrame Venn-Euler): reprezentarea vizuala a multimii ca o regiune delimitata

de o curba inchisa simpla, cu elementele figurate prin puncte in interiorul acesteia.



e 15¢ M

Multimea M reprezentata grafic: elementele ei sunt punctele din interiorul curbei.

Definitia 3 (Multimi numerice si nenumerice)

e O multime ale carei elemente sunt exclusiv numere se numeste multime numerica.

e Daca multimea contine cel putin un element ne-numeric (simboluri, concepte, obiecte), se
numeste multime nenumerica.

e Multimea care nu contine niciun element se numeste multimea vida si se noteaza cu

simbolul &.

Exemplul 1.1 — Puteri ale lui 3 si litere

Consideram urmatoarele multimi:
aA={zecN|z=3"-1,kec{1,2,3,4}};
b) B = {c | c este o litera din alfabetul roméan prezenta in cuvantul ,criptografie”}.

Multimea A se mai poate scrie si sub forma A = {3¥ —1 | k € {1,2,3,4}}, care se citeste:

multimea numerelor de forma 3% — 1, cu proprietatea cd k se afld in multimea {1,2,3,4}.

Cerinta: scrieti multimea A prin enumerare, precizati daca 26 € A si stabiliti daca B este

numerica sau nenumerica.

Rezolvare — Exemplul 1.1

a) Calculam valorile pentru k € {1,2,3,4}:

e k=1l=z=3-1=2

e k=2=—=2=3"-1=8

e k=3=—=2=3-1=26

e k=4=—2=3"-1=280.

Asadar, A = {2,8,26,80}. Observam cd 26 € A, deoarece corespunde valorii k = 3.

b) Eliminand duplicatele din cuvantul ,criptografie”, multimea literelor este:

B = {C7 r, ia p,t,0, g, a, fa e}'



Deoarece elementele sale sunt litere, B este o multime nenumerica.

2. Relatii intre multimi: egalitate, incluziune si multimea partilor
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Definitia 4 (Egalitatea a doua multimi)

Doua multimi A si B sunt egale, si scriem A = B, daca contin exact aceleasi elemente:
A=B < (V)\ecA==zcBsi V)reB=zcA).

Daca exista cel putin un element care apartine uneia dintre multimi si nu apartine celeilalte,

scriem A # B.
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Proprietate 1 (Proprietatile relatiei de egalitate)

Egalitatea multimilor este o relatie de echivalenta:

o Reflexivitate: A = A, pentru orice multime A.
e Simetrie: dacd A = B, atunci B = A.
e Tranzitivitate: dacd A = Bsi B=C, atunci A = C.
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Definitia 5 (Incluziunea si submultimile)

O multime A este inclusa in multimea B, si scriem A C B, daca orice element al lui A este si

element al lui B:
ACB < ((V)z€ A=z € B).

In acest caz, A se numeste submultime (sau parte) a lui B, iar B include pe A, ceea ce se

noteaza B O A. Dacd A nu este inclusa in B, scriem A ¢ B.

Relatia de incluziune: A C B.

Daca exista macar un element al lui A care nu apartine lui B, atunci A nu este inclusa in B si scriem

A ¢ B.n desenul de mai jos, elementul u apartine lui A4, dar nu apartine lui B, deci A ¢ B.



A ¢ B:elementul u apartine lui A, dar nu apartine lui B. Elementul v apartine ambelor multimi.

Proprietate 2 (Proprietati fundamentale ale incluziunii)

Pentru orice multimi 4, B, C:

e Multimea vida este submultime a oricarei multimi: @ C A.
e Orice multime este inclusa in ea insasi: A C A.
e Caracterizarea egalititi: A = B <— (AC BsiBC A).

¢ Tranzitivitatea incluziunii: dacda A C Bsi B C C, atunci A C C.

Definitia 6 (Cardinalul unei multimi finite)

O multime este finita daca numarul elementelor sale este un numar natural bine determinat.

Numarul elementelor distincte ale unei multimi finite A se numeste cardinalul multimii A si se

noteaza card(A) sau |A|.

De exemplu, pentru A = {2,5,9,14} avem card(A) = 4, iar card(@) = 0.

Definitia 7 (Multimea partilor)

Multimea tuturor submultimilor unei multimi M se numeste multimea partilor lui M si se
noteaza P(M):
P(M) ={X | X c M}.

Exemplul 2.1 — Submultimile unei multimi si multimea partilor

Fie multimea M = {5, 8,12}.
a) Determinati explicit toate elementele multimii partilor P(M).

b) Aflati numérul de elemente al multimii P(M).

Rezolvare — Exemplul 2.1

a) Submultimile lui M se clasifica dupa numarul de elemente:



e submultimea cu 0 elemente: &;

e submultimile cu 1 element: {5}, {8}, {12};

e submultimile cu 2 elemente: {5, 8}, {5,12}, {8,12};

e submultimea cu 3 elemente: {5, 8,12} = M.

Asadar, P(M) = {2, {5}, {8}, {12}, {5, 8}, {5, 12}, {8, 12}, {5, 8,12} }.
b) Cardinalul multimii partilor este card(P(M)) = 8 = 23,

Teorema 1 (Numarul submultimilor unei multimi finite)

Daca M este o multime finitad cu card(M) = n, atunci multimea partilor ei are
card(P(M)) = 2"
elemente, adica M are exact 2" submultimi.

Justificare: pentru fiecare dintre cele n elemente avem doua posibilitati, fie il punem in

submultime, fie nu il punem. Alegerile fiind independente, numarul total de submultimi este
2:2-...-2=2"
N——’

n factori
Printre acestea se afla intotdeauna multimea vida si multimea M insasi. Numarul submultimilor

proprii, adica diferite de & si de M, este 2" — 2.
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3. Multimi finite si infinite. Cardinalul unei multimi finite
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Definitia 8 (Multimi finite si multimi infinite)

e O multime A este finita daca numarul elementelor sale este un numar natural bine
determinat, adica daca are cardinal, asa cum a fost definit mai sus.
e in caz contrar, multimea este infinita: oricat de multe elemente am enumera, sirul lor nu se

termina.

Proprietate 3 (Multimile numerice fundamentale si multimile de divizori sau multipli)

Multimea numerelor naturale: N = {0,1,2,3,...,n,...}, multime infinita.

Multimea numerelor naturale nenule: N* = {1,2,3,...,n,...}, multime infinita.

Pentru orice p € N* multimea divizorilor naturali ai lui p, notata D, este finita.

Pentru orice p € N*, multimea multiplilor naturali ai lui p, notata M, este infinita.
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Exemplul 3.1 — Cardinalul unei multimi date printr-o inegalitate

Determinati cardinalul multimii S = {z € N | 14 < 3z + 2 < 50, x este numar impar}.
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Rezolvare — Exemplul 3.1

Rezolvam dubla inegalitate in multimea numerelor naturale:
14<3z+2<50=—=14—-2<3x<50—-—2—12 < 3x < 48.

impértim prin 3 si obtinem 4 < z < 16.

Multimea numerelor naturale din acest interval este {4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15}.

Selectam doar numerele impare:
S ={5,7,9,11,13,15}.

Prin urmare, cardinalul multimii este card(S) = 6.
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4. Operatii cu multimi si principiul includerii si excluderii
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Definitia 9 (Reuniunea, intersectia si diferenta)

Fie A si B doua multimi.
1. Reuniunea, notatd A U B: multimea elementelor care apartin cel putin uneia dintre multimi:
AUB={z |z € Asauz € B}.
2. Intersectia, notata A N B: multimea elementelor comune celor doua multimi:
ANB={z |z € Asiz € B}.
Daca AN B = &, multimile A si B se numesc disjuncte.

3. Diferenta, notata A \ B: multimea elementelor care apartin lui A, dar nu apartin lui B:
A\B={z |z Asiz ¢ B}.
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4.1. Reprezentarea grafica a operatiilor cu multimi

a) Reuniunea AU B b) Intersectia AN B



c) Diferenta A\ B

Cum se calculeaza, pas cu pas

Lucrédm cu multimile A = {1,3,5,7,9} si B = {3,6,9,12}.
Reuniunea A U B: scriem toate elementele lui A, apoi adaugam, din B, numai elementele care
nu au fost deja scrise. Niciun element nu se repeta.

AuB=1{1,3,5,7,9} U{3,6,9,12} = {1,3,5,6,7,9,12}.
Intersectia A N B: luam pe rand fiecare element al lui A si verificdm daca se afla si in B.
Pastram doar elementele comune.

3€Asi3 € B;9¢€ Asi9 € B;celelalte nu sunt comune, deci A N B = {3, 9}.

Diferenta A \ B: pornim de la elementele lui A si le stergem pe cele care apar si in B. Raman
elementele care sunt numai in A.
A\ B={1,5,7}, iar B\ A ={6,12}. Se vede cd A\ B # B\ A: la diferent, ordinea
multimilor conteaza.
Verificare: card(AUB) =7, iar
card(A\ B) + card(ANB) +card(B\ A) =3+2+2=T.

Proprietate 4 (Principiul includerii si excluderii)

Pentru orice doud multimi finite A si B, cardinalul reuniunii este dat de relatia:
card(A U B) = card(A) + card(B) — card(A N B).
Formula echivalenta, prin diferente disjuncte:
card(AU B) = card(A \ B) + card(B \ A) + card(A N B).

Exemplul 4.1 — Clubul de robotica si clubul de sah

La o scoala gimnaziala, dintr-un grup de 45 de elevi de clasa a Vl-a:

e 28 de elevi sunt inscrisi la Clubul de Robotica (R);

e 21 de elevi sunt inscrisi la Clubul de Sah (S);



e 6 elevi nu participa la niciunul dintre cele doua cluburi.
Cerinte:

a) Determinati cati elevi participa la ambele cluburi.

b) Cati elevi participa exclusiv la Clubul de Robotica?

) Reprezentati situatia printr-o diagrama Venn-Euler cu datele numerice reale.
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Rezolvare — Exemplul 4.1

a) Notdm cu U multimea totaléd de elevi, deci card(U) = 45. Numarul elevilor care participé la
cel putin un club este cardinalul reuniunii:
card(RU S) = 45 — 6 = 309.
Aplicam principiul includerii si excluderii:
39 =28+21—card(RNS) = 39 =49 — card(RN S) = card(RN S) = 10.

Deci 10 elevi participa la ambele cluburi.
b) Elevii care participa exclusiv la robotica sunt reprezentati de diferenta R \ S

card(R\ S) = card(R) — card(RN S) = 28 — 10 = 18.
c) Analog, elevii care participa exclusiv la sah sunt card(S \ R) =21 — 10 = 11.

U (45)

Elevii care nu participa la niciun club: 6

Diagrama Venn-Euler a situatiei din Exemplul 4.1.
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4.2. Produsul cartezian a doua multimi
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Definitia 10 (Produsul cartezian)

Fie A si B doua multimi. Produsul cartezian al multimilor A si B, notat A x B si citit , A ori B
", este multimea tuturor perechilor ordonate (a, b), in care primul element este luat din A4, iar al

doilea din B:
Ax B={(a,b) |ac Asibe B}.




Perechile sunt ordonate: (a,b) = (¢,d) numai dacd a = c¢ si b=d. De aceea, in general,

Ax B+# B x A.
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Teorema 2 (Cardinalul produsului cartezian)

Daca A si B sunt multimi finite, atunci
card(A x B) = card(A) - card(B).
Justificare: primul element al perechii se poate alege in card(A) moduri, iar al doilea, pentru

fiecare alegere, in card(B) moduri.

Exemplul 4.2 — Produsul cartezian a doua multimi

Fie A = {1,2} si B = {a, b, c}. Scrieti multimile A x Bsi B x A si aflati cardinalele lor.

Rezolvare — Exemplul 4.2

Asezam perechile intr-un tabel, cu elementele lui A pe linii si cele ale lui B pe coloane:

X a b c
1 (1 a) (1 b) (1 ¢c)
2 @ a) 2 b) @ c)

Tabelul perechilor din A x B.
Asadar, A x B = {(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),(2,b),(2,¢)}, cucard(A x B) =2-3 = 6.

Schimbéand ordinea, B x A = {(a, 1), (a,2), (b,1), (b,2),(c, 1), (c,2)}, tot cu 6 elemente, dar
perechile sunt diferite, deci A x B # B x A.

.

4.3. Principiul includerii si excluderii pentru trei multimi
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Proprietate 5 (Principiul includerii si excluderii pentru trei multimi)

Pentru orice multimi finite 4, B, C-

card(AU BUC) = card(A) + card(B) + card(C) — card(A N B) — card(A N C) — card (£
Se aduna intai cele trei multimi, se scad intersectiile luate doua cate doua, pentru ca elementele
lor au fost numarate de doua ori, apoi se adauga la loc intersectia tuturor celor trei, pentru ca

elementele ei au fost intai numarate de trei ori si apoi scazute tot de trei ori.




doar A doar B

C

Cele sapte regiuni determinate de trei multimi care se intersecteaza.
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Exemplul 4.3 — Trei discipline optionale

Dintr-un grup de 100 de elevi, 52 studiazé engleza (E), 45 studiaza franceza (F'), 38 studiaza
germana (G); 20 studiaza engleza si franceza, 15 studiazad engleza si germana, 12 studiaza
franceza si germana, iar 5 studiaza toate trei limbile. Cati elevi studiaza cel putin o limba straina

si cati nu studiaza niciuna?
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Rezolvare — Exemplul 4.3

Aplicam principiul includerii si excluderii pentru trei multimi:
card(FEUFUG) =52+45+38 —20— 15— 12+ 5 = 93.

Deci 93 de elevi studiaza cel putin o limba straina, iar 100 — 93 = 7 elevi nu studiaza niciuna.
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5. Exercitii si probleme propuse, cu solutii complete
5.1. Probleme de antrenament

Problema 1.

Fie multimile A = {z € N | 2% < 36} si B = {z € N* | z este divizor al lui 24}.
a) Scrieti multimile A si B prin enumerare.
b) Determinati multimile AU B, AN B, A\ Bsi B\ A.

¢) Determinati cardinalul multimii P(A N B).

Problema 2.



Determinati numerele naturale a si b pentru care multimile M = {2a +1,9,16} si

N = {b?,7,16} sunt egale.

Problema 3.

intr-un grup de 60 de pasionati de informatici, 38 programeaza in Python, 29 programeaza
in C++, iar 5 nu cunosc niciunul dintre aceste limbaje. Cati pasionati programeaza in ambele

limbaje?

5.2. Solutii

Solutia problemei 1

a) Pentru multimea A: z € Ncu z? < 36 = z € {0,1,2,3,4,5,6}.
Pentru multimea B: divizorii naturali nenuli ai lui 24 sunt Doy = {1,2,3,4,6,8,12,24}.

b) Calculam operatiile cu multimi:

e AUB=1{0,1,2,3,4,5,6,8,12,24},

e ANB=1{1,2,3,4,6};

e A\ B={0,5};

e B\ A={8,12,24}.

¢) Cardinalul intersectiei este card(A N B) = 5. Prin urmare, cardinalul multimii partilor este

card(P(AN B)) = 2° = 32.
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Solutia problemei 2

Deoarece M = N, multimile trebuie sa contina aceleasi elemente. Observam ca 16 € M si
16 € N, deci multimile ramase {2a + 1,9} si {b%, 7} trebuie si aibd aceleasi elemente. Avem
doua posibilitati de potrivire:
e Cazul1:2a + 1 =7 = 2a = 6 = a = 3. Atunci celalalt element trebuie sa fie

b> =9 —> b = 3, decarece b € N.
e Cazul 2:2a + 1 = b?si 9 = 7, imposibil, decarece 9 # 7.

Prin urmare, solutia unica estea = 3sib = 3.
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Solutia problemei 3

Fie P multimea celor care programeaza in Python si C' multimea celor care programeaza in

C++. Grupul are 60 de persoane, deci numarul total de elemente este 60. Numarul celor care




cunosc cel putin un limbaj este:
card(PUC) =60 — 5 = 55.
Conform principiului includerii si excluderii:

55 = 38 4+ 29 — card(P N C) = 55 = 67 — card(P N C) = card(P N C) = 12.

Raspuns: 12 pasionati programeaza in ambele limbaje.




