CAPITOLUL I. PERMUTARI

Lectia 1. Notiunea de permutare

Fie A = {ay, as,...,a,} o multime finitd cu » elemente distincte, unde n € N*.
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Definitie (Notiunea de permutare)

Se numeste permutare a multimii A orice multime ordonatd formatd cu toate elementele

acesteia.
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O permutare a multimii A se poate scrie sub forma (a;,, a;,, . . ., a; ), unde indicii (41,2, ...,%,)

formeaza o reordonare (rearanjare) a multimii {1,2,...,n}.

Se observa ca aceasta permutare este descrisda in mod unic de o functie bijectiva f: A — A,
definita prin legea: f(ax) = a;,, (V)k €{1,2,...,n}.

Aceasta descriere functionala poate fi reprezentata in mod sugestiv sub forma unui tablou biliniar

(numit si tabloul Cauchy al permutdrii):

f <CL1 a ... Qap ... an)
a;, a;, ... Qa; R ¢ %4
Informatia din acest tablou este structurata astfel:

e Prima linie: contine elementele multimii A scrise in ordinea lor initiald (canonica);

e A doua linie: contine valorile corespunzatoare ale functiei f, adica elementele lui A reordonate

conform functiei bijective f.

Reducerea la multimea de indici si multimea S,

Deoarece natura specifica a elementelor multimii A = {a,as,...,a,} nu influenteaza
proprietatile algebrice ale permutarilor, functiei f: A — A i se asociaza in mod natural functia

bijectiva pe multimea indicilor:
0:{1,2,...,n} = {1,2,...,n}, o(k) =1 (V)ke{1,2,...,n}.
Aceasta functie se reprezinta sub tabloul simplificat:
_(1 2 ... k ... n>_<1 2 ... k .. n)
o \dy g ... dp ... i) \o() o(2) ... ok) ... on))’
Dat fiind ca functia o este bijectiva, valorile o(1),0(2),...,0(k),...,o(n) sunt toate elementele

multimii {1, 2, ..., n} distincte doua cate doua.



Observatie

Studiul permutarilor oricarei multimi finite A de cardinal n este echivalent cu studiul
permutérilor multimii numerelor naturale M, ={1,2,...,n}, adica a functiilor bijective
0:{1,2,...,n} = {1,2,...,n}.
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Multimea S, si cardinalul acesteia

Multimea tuturor permutarilor de grad n (adicd a permutarilor multimii {1,2,...,n}) se noteaza
cu Sh.

Teorema 1 (Cardinalul multimii S),)

Numarul total de permutari de grad n este dat de produsul primelor n numere naturale nenule:

|Spl=n!=1-2-3.-.n.

\ J

Demonstratie combinatorica

O permutare o € .S, este determinata unic de valorile din imaginea sa, (o(1),0(2),...,0(n)).

e Pentru valoarea o(1) exista n alegeri posibile din multimea {1,2,...,n};

e Pentru valoarea o(2) exista n — 1 alegeri posibile (deoarece o este injectiva, deci o(2) # o(1));
e Pentru valoarea o(3) exista n — 2 alegeri posibile; ...

e Pentru ultimul element o(n) rémane o singura alegere posibila.

Conform regulii produsului, numarul total de functii bijective este:
|Spl=n-(n—1)-(n—2)---1=nl

Studiul detaliat al permutarilor de grade mici (n = 1, 2, 3)

Sa analizam structura multimii Sy, pentru primele valori ale lui n:

1
a)Pentrun =1, A ={1}si|S1| = 1!, iar S; = {(1) }

1 2\ (1 2
b) Pentrun =2, A = {1, 2} si [Sz| = 2!, iar 5 { (1 2)’ (2 1) }

) Pentru n = 3, multimea A = {1,2,3} si |S3| = 3! = 6. Cele 6 elemente distincte ale Iui S3

sunt:
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Permutari particulare de gradul n

in studiul algebric al permutarilor, doud tipuri de permutéri joaca un rol fundamental:

Permutarea identica

r

Definitie (Permutarea identica)

1 2 3 ... E ... n
1 2 3 ... K ... n
identica de gradul m. Aceasta lasa toate elementele neschimbate: e(k) = k, pentru orice

ke{l,2,...,n}.

Permutarea e € S, definita prin: e = ( > se numeste permutarea

N

Transpozitii

e

Definitie (Transpozitie)

Fied,j € {1,2,...,n} cui # j. Permutarea 6,; € S,, (notata uneori si (4, j)) de forma:

5 1 2 ... i—1 ¢ i+1 ... j—1 37 j+1 ... n
Y\l 2 ... i—1 35 41 ... j—1 4 j+1 ... n

care schimba intre ele doar elementele 7 si j, lasand toate celelalte elemente neschimbate, se

numeste transpozitie.

.

Formulata explicit prin lege de corespondenta, transpozitia 7;; actioneaza astfel:
j, dacak =1,

(Slj(k) = 'i, daci k = j,
k, dacike {1,2,...,n}\ {4 j}.

e

Schita intuitiva a actiunii unei transpozitii 7;;.

Elementele ¢ si j se schimba intre ele, iar restul elementelor raman fixe.

Proprietati fundamentale ale transpozitiilor

1) Simetria: 6;; = d;, pentru orice 1 # j.

ji



2) Involutia (Proprietatea de auto inversabilitate): Aplicata de doua ori succesiv, o transpozitie

1 I 1+1 "" 2 — .. L — _1 f— ..
revine la starea initiala: 5ij =000, = e — 5ij = 0;j.

3) Numairul de transpozitii distincte: in multimea S, existd exact C,% = @ transpozitii
distincte.
Sinteza Teoretica
Notiune Notatie Descriere / Proprietate Cheie
Permutare a f: A — A | Functie bijectiva definita pe o multime finita de cardinal n.
multimii A
Multimea Sh Multimea tuturor permutarilor de grad n. Numar elemente:
permutdrilor |Sn| = nl.
Permutarea identica | e € S, e(k) =k, (V)ke{l,...,n}.
Transpozitie di; € Sp | Schimba i < j si lasa fixe celelalte elemente. 5%. —e.
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